



ひとつの内角が 60◦ である菱形をカリソンという。3n2 個のカリソンを 1辺が nである正六角形の中
に詰め込むとき, 3つの方向にあるカリソンの個数は必ず等しくなる。このことを証明せよというのがカ
リソンの問題である。本稿では, この問題を考える。
この問題には, 直感的な解答があり, それは, 図形を立体的に見ることによって, 立方体の積上げの問題
と同値であることを見抜けばよいというものである。実際、そのような問題の言い換えに気がつけば, 3
次元空間内の 3つの直交する軸の間の対称性から結論は明らかである。しかし, カリソンの問題と空間の
問題との間の 1対 1の対応の存在を厳密に示すことは, 直感的洞察とはまた別の話である。
対応を式で書いて, 厳密にそれが 1 対 1 の対応であることを示せば証明になるが, そうしてしまうと,
逆に直観に訴えるものがない。文献に現われている証明の中には [1]のように方針だけを示したものもあ
り, よく考えるとどこかで直観を使ってしまっているのではないかと思われる。そこで, 本稿では, 適度
に直観的でもあり, 適度に厳密でもある証明を与えることにした。
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鋭角は 60◦ よりも大きいようだ。また, 雛祭りに用いる
菱餅もこの菱の形に近いものが多い。日本人のイメージ
する「菱形」の原型が菱の実の形にあるのかもしれない。
図 1 カリソンの並べ方のひとつ (n = 3)
例えば, 図 1 を見ると, どの向きのカリソンもそ
れぞれ 9個ずつ存在する。
この問題を考える前に, 次のことに注意しておく。
1. n = 1の場合は図 2 に示す 2通りの詰め方し
かないので, 結論は明らかである。この場合, 三つ
の方向のカリソンがそれぞれ 1個ずつ存在する。
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図 2 n = 1 のときのカリソンの並べ方
(2通りしかない)




さが順に a, b, c, a, b, c であって, 各頂点の内角が
120◦ である六角形の箱にカリソンを詰めることが
常に可能であること, そして, そのときにも, それぞ




値, すなわち, a b, b c, c a である。
4. このことの特殊な場合として, a, b, c のうち
の 1つだけが 0に等しい場合にも主張は成り立つ。
例えば c = 0とすると, それぞれのカリソンの個数





































問題 B 2n 個の整数 x1, x2, . . . , x2n があって,
値はすべて 1または −1であり, 総和が 0であるな











問題 D 平面上にカリソン ABCDがある。これ
に隣接して, 辺 CD を共有するカリソン CDEF が
ある。これに隣接して, 辺 EFを共有するカリソン
EFGH がある。以下同様に, m 個のカリソンが繋
がっているとする。最初の辺 ABとそれに平行な最
後の辺 UV との間に ∠ABV = pi/2 の関係がある
ならば, m は偶数であり, これらのカリソンの半数

















正六角形 ABCDEFの平行な一組の辺 ABと ED
を考える。
線分 AB, 線分 ED をそれぞれ n 等分して, A の
隣の分点を A1, Eの隣の分点を E1 とする。
正六角形 ABCDEF を充填するカリソンの任意
の並べ方をひとつ考える。
このとき, 線分 AA1 を 1 辺とするカリソンが唯








こうして, 線分 ABを n等分してできる各線分か









していくと, 必ず辺 ABおよび辺 EF上にまで到達
して止まるからである。
したがって, これらの n 本の道によって, 線分
AA1 は線分 EE1 に, 線分 A1A2 は線分 E1E2 に,
. . . , 線分 An−1An は線分 En−1En にというように,
順次に対応する。
ここで, 問題 Dの結果より, それぞれの道に含ま



























*2 ただし, 正六角形の中心を Oとした。









1. 各辺の長さが順に a, b, c, a, b, c であって, 各
頂点の内角が 120◦ である六角形の箱にカリソンを
詰めることは常に可能である。
2. そのようなカリソンの並べ方と, a × b × c の
直方体 [0, a]× [0, b]× [0, c] の中に条件
立方体 C(i, j, k) がそこにあれば, i ≥ 1 で
ある限り, 立方体 C(i− 1, j, k)も存在する。
j, k についても同様である。
を満たすように 1 × 1 × 1の立方体 C(i, j, k)を配
置する方法とが 1対 1に対応する。
ただし, ここで立方体 C(i, j, k) とは, 空間内で
i − 1 ≤ x ≤ i, j − 1 ≤ y ≤ j, k − 1 ≤ z ≤ k を
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満たす点 (x, y) の全体 [i− 1, i]× [j − 1, j]× [k−









i+ j + k + 2
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*3 この積が整数になるということだけでも感動する。
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